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Abtract:

Vi definerer maengden af kompakte delmaengder af et fuldstaendigt metrisk rum
X, betegnet 57 (X), og viser at den er et fuldsteendigt metrisk rum med passende
metrik (Hausdorff metrikken). Vi definerer et “Itereret Funktionssystem” (IFS)
af kontraktive afibildninger pa X, og viser at de inducerer tilsvarende kontrak-
tive afbildninger pa 2 (X). Vi definerer sa en funktion W : 5#(X) — J(X),
hvor W(A) er foreningen af billederne af A under afbildningene der tilhgrer
IFS’et og taler om fraktaler som vaerende graemsen W (A) nar n — oco. Vi viser
at denne graense er entydig og uathaengig af A. Derefter definerer vi den “fraktale
dimension” af et fraktal, giver to mader pa at vurdere den og viser at den er
invariant under metrisk sekvivalens. Til sidst giver vi eksempler for at illustrere
idéerne.

We define the set of compact subsets of a complete metric space X, denoted
#(X), and show that it is a complete metric space with an appropriate met-
ric (the Hausdroff metric). We define an “Iterated Function System” (IFS) of
contractive maps on X and show that they induce corresponding contractive
maps on J(X). We define a function W : s (X) — #(X), where W(A) is
the union of the images of A under the maps belonging the IFS and we speak
of fractals as being the limit W°"(A) as n — oco. We show that this limit is u-
nique and independent of A. Then we define the “fractal dimension” of a fractal,
give two methods for evaluating it and show that it is invariant under a metric
equivalence. At last we give examples for illustrating these ideas.

1 Meaengden 57 og dens fuldsteendighed

Vi starter med nogle praelimineere definitioner og beemerkninger om metriske
rum.

Definition 1. Et metrisk rum (M, d) er et mengde M sammen med en afs-
tandsfunktion d : M x M — R som opfylder, for vilkarlige x,y,z € M:

1. d(z,y) > 0,d(z,y) =0 < x =y,



2. d(z,y) = d(y, z)
3. d(z,y) < d(z,z)+d(z,y). O

Vi antager at laeseren kender begreberne lukket mengde, afslutning, dben mengde,
randpunkt, indre punkt, kontinuert funktion, homeomorfi, begrenset mengde,
konvergent folge og Cauchy folge.

Definition 2. Et metrisk rum (X, d) er fuldsteendigt hvis alle Cauchy folger
{2,}521 1 X har en greense z € X. O

Vi bruger notationen B(a,r) for en dben kugle med centrum i a og radius r:
B(a,r) ={z € M : d(a,x) <},

og B(a,r) for den lukkede version:
B(a,r) ={z € M :d(a,z) <r}.

Definition 3. En delmangde S af et metrisk rum (X, d) er totalt begrenset
hvis der for hvert € > 0 der findes en endeligt maengde E = (y1,y2,...,Yn) € S
sadan at for hvert © € S, d(x,y) < e for et y € E, eller &kvivalent:

S C U B(y,¢).
yeE
Mengden E kaldes et e-net. O

Vi er specielt interesseret i kompakte meengder:

Definition 4. En delmangde K af et metrisk rum M siges at vaere kompakt
hvis enhver punktfglge i K har en konvergent delfglge. O

Vi bruger ogsa specielt den folgende klassificering af kompakte meengder:

Saetning 1. En delmangde af et fuldstzendigt metrisk rum er kompakt hvis og
kun hvis den er lukket og totalt begraenset. O

Saetning 2. En delmangde af det metriske rum (R, Euklidisk) er kompakt hvis
og kun hvis den er lukket og begraenset. O



Disse resultater er velkendte og findes i en introduktion til metriske rum, som
f.eks. “Metriske rum”, af Christian Berg. P4 den made er det nemt at forestille
sig kompakte delmaengder af et givet fuldstendigt metrisk rum. I dette projekt
taler vi om fraktaler som vaerende visse maengder af denne type. Derfor giver vi
fplgende definition:

Definition 5. Lad (X, d) vare et fuldsteendigt metrisk rum. Med 5 (X) beteg-
ner vi maengden af ikke-tomme kompakte delmaengder af X . O

Vi kan definere en metrik pa s (X), men det er ikke helt trivielt. Forst giver vi
fplgende definition:

Definition 6. Lad (X,d) veere et fuldsteendigt metrisk rum, © € X og B €
H(X). Seet
d(z, B) = min{d(z,y) : y € B}.

Funktionen d kaldes afstanden fra punkten x til mengden B. O

Det minumum vi bruger i definitionen findes, da B er kompakt. Vi bemaerker
at for z € B er d(z, B) =0, da vi kan sztte y = x og fa d(y,y) = 0 nar vi tager
minumum over hele B. Vi kan nu bruge Definition 6 for at lave en slags afstand
fra en meengde A € J(X) til en mangde B € 5(X).

Definition 7. Lad (X,d) vere et fuldsteendigt metrisk rum og lad A, B €
H(X). Definer
d(A, B) = max{d(xz, B) : x € A}.

Funktionen d(A, B) kaldes afstanden fra mengden A € (X)) til mengden
B e #(X). O

Leeg maerke til at funktionen d fra Definition 7 ikke er en egentlig afstandfunktion
pa rummet S2(X). Den er f.eks. asymmetrisk, i den forstand at generelt er
d(A, B) # d(B, A). Det ses specielt at hvis A C B er

d(A, B) = max{d(z,B) :x € A} =0,

da x € B for alle x € A. Vi vil gerne bruge en definition som maler forskellen
mellem to mangder, sa f.eks. at denne forskel kun er 0 nar A = B. Faktisk
kan vi definere en funktion som opfylder alle betingelserne i Definition 1, s& at
2 (X) bliver et metrisk rum:



Figur 1: Linjerne viser nogle mulige kandidater for afstanden d, fra punkten A
til meengden M. Nar vi tager minimum af dem alle sammen far vi den sande
afstand

Definition 8. Lad (X, d) veere et metrisk rum og lad A, B € 5#(X). Hausdorff-
afstanden mellem A og B er defineret ved

h(A,B) =d(A,B) Vv d(B,A),
hvor = V y betegner maksimum af tallene x og y. O

Vi betegner ogsa h med h(d) nar vi vil veere eksplicit om hvilken afstandsfunk-
tion vi bruger for elementer i X.

Figur 2: Her er B C A. For hvert « € B er ogsa x € A sa afstanden d(B, A)
bliver 0. Til gengeld kan man godt finde z € A saddan at x ¢ B. Tager vi
maksimum af afstanden af disse punkter fra B far vi d(A, B). Da d(B,A) =0
er h(A,B) =d(A, B).




Proposition 1. Lad (X, d) veere et fuldstaendigt metrisk rum. Sa er (2(X), h(d))
et metrisk rum.

Bevis: Lad A, B og C vere vilkarlige elementer i 52 (X). Vi viser betingelsene
i Definition 1 hver for sig:

1. Da A og B er kompakte findes a € A og b € B sadan at h(A, B) = d(a,b)
og det fglger at h(A,B) > 0. Antag at A # B. Sa findes der enten et
x € Amed x ¢ Beller v € Bmed z ¢ A. Antag det forste. Da X er
fuldsteendigt og B kompakt, ma B veere lukket, sa det fglger at d(z, B) > 0
(hvis d(xz, B) = 0 ville z € B, da B er lukket). Derfor er d(4, B) > 0 og

h(A,B)=d(A,B)Vd(B,A) > 0.
Antag det omvendte, at A = B. Det fglger at A C B og B C A, dvs. at
h(A,B) =d(A,B)Vd(B,A)=0Vv0=0,
og vi har faet h(A,B) =0 < A= B.
2. Vi far
h(A,B) =d(A,B)Vvd(B,A) =d(B,A)V D(A,B) = h(B, A).

3. Vi viser forst, at d(A4, B) < d(A,C)+d(C, B). For alle a € A, og for alle
c € C har vi

d(a, B) = min{d(a,b) : b € B}
min{d(a, c¢) + d(c,b) : b € B}
d(a,c) + min{d(c,b) : b € B}

=d(a,c)+ d(c, B).

A

Da C' er kompakt kan vi nu veelge ¢ = ¢ sddan at d(a, cy) = d(a, C). For
dette ¢y geelder specielt at d(co, B) < max{d(c,B) : c € C} = d(C, B), sa
at det fglger at

d(a, B) < d(a,C)+d(B,C).

Vi kan s vaelge a = ag sddan at d(ag, B) = d(A, B) (da A er kompakt)
og vi far:
d(Av B) < d(a07 C) + d(C7 B)
< max{d(a,C) :a € A} +d(C, B)
=d(A,C)+d(C,B),
som vi skulle vise. Tilsvarende fas d(B, A) < d(B,C)+d(C, A). Nu bruger
vi det lige viste og far:
h(A, B) = d(A, B) V d(B, A)
< (d(A,C) +d(C, B)) V (d(B,C) +d(C, A))
< (h(A,C)+ h(C,B)) V (h(B,C)+ h(C, A))
= h(A4,C) + h(C,B).



Vi slutter, at h er en metrik. O

Nu kommer vi til det mest interessante resultat om J#(X): det metriske rum
(#(X),h(d)) er fuldsteendigt. Dette er et udmaerket resultat, da dette betyder
vi kan lave Cauchy-fplger af hvilke som helst maengder i J2(X) og vaere klar
over at de konvergerer mod et aktuelt objekt. At lave disse Cauchy-flger via
approximationsmetoder bliver vores centrale metode ved at lave fraktaler:

Saetning 3. Lad (X,d) vare et fuldstaendigt metrisk rum. Sa er J2(X) et
fuldsteendigt metrisk rum. Altsa geelder at hvis {A,, € #°(X)}72, er en Cauchy
folge 1 (X)) at der findes et A € (X)) sa

A= lim A, € Z(X).

n—oo
A kan karakteriseres ved fglgende:
A ={x € X : der findes en Cauchy folge {z, € A,} som konvergerer mod z}. (x)

Inden vi beviser setningen mangler vi nogle detaljer.

Definition 9. Lad S C X oglad I' > 0. Meengden S+ T = {y € X : d(z,y) <
I hvor « € S} kaldes udvidelsen af S med en kugle af radius T O

Lemma 1. Lad A, B € 5#(X) hvor (X, d) er et metrisk rum. Lad ¢ > 0. Sa er
h(A,B)<e <= ACB+eogBCA+e

Bevis: At h(A, B) < € er ensbetydende med at d(A,B) < € og d(B,A) < e.
Det er derfor nok at vise at

d(A,B)<e <= ACB+e

Antag derfor at d(A, B) < e. Dette betyder at max{d(a, B) : a € A} < € hvilket
giver at d(a, B) < € for alle a € A. Dvs. at a € B + € for alle a € A, s& vi har
faet A C B+ e. Antag dernaest, at A C B + €. Betragt d(A, B) = max{d(a, B) :
a € A}. For hvert a € A findes nu et b € B sadan at d(a,b) < e, hvilket giver
d(a, B) < e. Da dette galder for alle a € A fas d(A, B) <e. O

Lemma 2. Hvis S er kompakt er S + I' lukket.

Bevis: Lad (ay)$2, veere en konvergent folge med a,, € S+T" og lim,, . an, = a.
Der findes, for hvert a,,, et 2, € S saddan at d(a,,z,) < T. Da S er kompakt har
x, en konvergent delfglge y, = z,,, med lim, oy =y € S, hvor (k,,)32; er
en voksende folge af hele tal. Da (a,,) er konvergent er hver delfglge af (a,,) ogsa



konvergent, med samme graense, a. Vi satter b, = a,,. Vi har lim,_,o b, = a
og for alle n € N har vi d(y,,b,) < T. Nu er det nok at vise at d(a,y) <T, da
y € S. Lad € > 0 vaere givet og lad N € N vaere stort nok sa at n > N giver
d(bk,y) < €/2 og d(y, yx) < €/2. Vi far sa:

d(a,y) < d(avbn) —+ d(bnzyn) + d(ymy) < 6/2 +I'+ 6/2 =I'+e

Da dette gelder for alle € > 0 har vi d(a,y) <T'oga€c S+T. O

Lemma 3 (Extension lemma). Lad (X, d) veere et metrisk rum. Lad {A,,n =
1,2,...} vaere en Cauchy folge af meengder i (/(X),h(d)). Lad (n;)32, veere
en fplge af hele tal

O0<ny<ng<---.

Antag at vi har en Cauchy folge {z,,,j =1,2,3,...} i (X,d), med z,,, € A,.
Sa findes der en Cauchy folge {Z,, € A, : n =1,2,...} sadan at &,, = x,,, for
alle j =1,2,3,....

Bevis: Vi konstruerer fglgen {Z,, € A, : n = 1,2,...} pa folgende made: For
hvert n € {1,2,...,n1} veelger vi &, € {z € A, : d(z,2n,) = d(zpn,,A)}, d-
vs. at Z, er en af punktene i A, som ligger teettest pa xz,,. Den slags punkt
findes da A, er kompakt. Mere generelt kan vi, med j = 2,3,... for hvert
ne{n;_1+1,...,n;} velge 7, € {x € A, : d(x,7,,) = d(v,,;,A)}. Vi har nu,
for hvert n € N defineret et Z,, € X. @jensynligt er Tp; = Tp,; 0g T, € Ay for
alle j € N og n € N, som gnsket. Vi viser sa at dette er er Cauchy fglge.

Lad derfor et € > 0 veere givet. Der findes IV; sa at ng,n; > N; medfgrer at
d(Zn,, Tn;) < €/3, da (z,,) er en Cauchy fglge. Da (A,) er ogsa en Cauchy
folge (i #7(X)) findes N sd m,n > Ny medforer d(A,, An) < €/3. Vi satter
N = max{Nj, Na} og bemaerker at:

d(-imv j‘371) < d(i‘ma -rnj) + d(xn] > xnk) + d(xnk > in)

hvor m € {nj_1+1,n;_1+2,...,n;} ogn € {ng_1+1,n,-1+2,...,nt}. Da
h(Am, An;)) < €/3 (dan; >m > N) findes der et y € A,,, N B(xy,, €/2) hvilket
giver d(Zpm, Tn;) = d(xn;, Am) < €/3. P4 samme made fas d(xy,,T,) < €/3. Vi
far derfor

AT, Tn) < €/3+€/3+¢€¢/3 =k,

sa (Z,) er en Cauchy folge. O

Nu er vi til sidst klar til at give bevis for setning 3:



Bevis for Ssetning 3: Lad {4,} vere en Cauchy fplge i (X)) og lad A
vaere defineret som ovenfor. Vi viser fglgende:

1. A#0;
A er lukket og derfor fuldstaendigt, da X er fuldstaendigt;
for € > 0 findes der et N sadan at forn > N, AC A, +¢;

A er totalt begraenset og derfor fas af 2. at den er kompakt;

BTl o

lim,,_, o A4, = A.

Bevis for 1. Vi laver en Cauchy folge (a;)52,, med a; € A;. Da (4;) er en
Cauchy-folge kan vi lave en fglge af hele tal Ny < Ny < ... N, < --- sadan at

1
h(Ap, An) < 5 m,n > N;.

Lad zn, € Ay,. Da h(An,,An,) < 3 kan vi finde et zy, € Ay, sadan at
d(zn,,zn,) < . Antag at vi har valgt en endelig folge zn, € An,,i=1,2,....k
hvor d(zn, ,,zn,) < 1/271. Da h(An,, An,,,) < 1/2%, 0g zn, € Ay, kan vi
finde zy, ., € An,,, sadan at d(zy,, 2N, ,,) < 1/2". Vikan for eksempel velge
TN, ,, som den punkt i Ay, , som er taettest pd xy,. Af induktion fplger at vi
kan finde en uendelig folge (zy,), med zy, € Ay, sidan at d(zn,, zN,,,) < 1/2%
For at vise at dette er en Cauchy folge, lad € > 0 og veelg N, sadan at

oo

d1/2<e

i=N.
For m > n > N, fas nu

d(rn,,rN,) < d(@N,,TN,,,) +d@N,,TN,,,) + o HdEN, ,TN,)
o0
1
< Z 5 <€
i=N.

Sa (xn;)2; er en Cauchy fplge. Af extension lemmaen fas at der findes en
Cauchy folge (a;) med ay, = xn, og a; € A;. Da X er fuldstendigt er (a;)
konvergent, og per definition ligger lim; .., a; = a i A, dvs. at A # . O

Bevis for 2. Vi viser nast, at A er lukket. Antag at {a; € A} er en fplge som
konvergerer mod en punkt a. Vi ma vise at a € A. Fra definitionen af A ved vi
at der findes en fglge for hvert a;, med z;,, € A, sddan at lim,, o 2; n = a;.
Der findes en voksende folge af positive tal (IV;)$2, sddan at d(an,a) < 1/i. Der
findes ogsa en delfglge af hele tal (m;) sddan at d(xn, m,,an,) < 1/i og vi far:

d(‘rN'iﬂni’ a) < d(mNi,mwaNi) + d(ana) < 2/iv



s hvis vi saetter y,,, = TN, m,; far vi at y,,, € Ay, og lim; oo Ym,; = a. Af ex-
tension lemmaen fglger at denne fglge kan laves til en folge (y;)52,, med y; € A;
og lim; o, y; = a. Folgen (y;) opfylder betingelsen i (x), hvilket viser at a € A
og vi har faet at A er lukket. O

Bevis for 3. Lad ¢ > 0 veere givet. Da A,, er en Cauchy fglge, findes der et
N sadan at for m,n > N, h(Am, A,) < e Set n > N og m > n. Af Lemma 1
fglger nu at

A, CA, +e.

Vi viser at der ogsa gaelder A C A, +e¢. Vi antager derfor at a € A. Det folger af
definitionen (x) at der er en folge (a;)2; med a; € A;. som konvergerer mod a.
Vi kan antage at N er stor nok sa at d(am,,a) < eform > N.Da A, C A, +¢
er a,, € A, + ¢ Og da A, er kompakt er A, + e lukket, ifglge Lemma 2. Det
folger at a = lim,,— o0 @, ma ligge 1 A,, + €. Dette viser at A C A4,, + €. O

Bevis for 4. Antag at A ikke er totalt begraenset. Det betyder at for mindst
et € > 0 findes der ikke et e-net. Sa der findes en uendelig folge (x;)52,; med
x; € A sadan at d(z;,x;) > € for i # j (hvis der var kun endelig mange punkter
{z1,22,...,2,} med d(z;,z;) > € kunne vi tilfgje dem til et e-net). Vi viser at
dette er en modstrid. Fra 3. ved vi, at for stort nok n er A C A,, + €. Det fglger,
at der er, for hvert x;, et y; € A,, med d(z;,y;) < ¢/3. Da A,, er kompakt findes
der en konvergent delfglge af y;, (v, )52,. Folgen er ogsa en Cauchy folge, sa for
stort nok N med i, j > N geelder at d(yn,,yn,;) < €/3, og vi har faet

€ € €
d(xnwxnj) < d(xnmym) + d(ynﬂynj) + d(ynjvxnj) < g + § + g =6

hvilket er en modstrid. 17 Dette viser at A er totalt begraenset og da den er lukket,

ifglge 2, er den kompakt. U

Bevis for 5. At lim,, .., A, = A er ensbetydende med at der for alle ¢ > 0
findes et N € N sadan at h(A,, A) < e for alle n > N. Fra Lemma 1 har vi at
dette er ensbetydende med at A C A, +€o0g A, C A+ e forn > N og fra 3. er
det nok at vise A, C A + ¢, da vi allerede har vist den anden inklusion.

Lad nu e veere givet og lad N veere sé stort at m,n > N medfgrer at h(A,,, A,) <
€/2. Det folger at A,, C A, + ¢/2. Vi viser at for n > N er A,, C A+ e. Lad
y € A,. Der findes en voksende fglge (N;)52, sddan at n < Ny < Ny < --- og

m, k> N; = A, C A +e/271L

Specielt geelder at A, C Ay, +€¢/2. Day € A, C AN, +¢€/2 findes der et zy, €
Ay, sddan at d(y,zn,) < €/3. Og da zn, € Ap,, findes der en punkt zy, €
AN, C AN, +¢/2% sidan at d(zn,,zn,) < €/22. Fortsztter vi pA samme made



kan vi lave en folge xn,,TN,, 2N, ... sddan at zn, € AN, og d(on;,2ZN,,,) <
€/29%1. Dette er en Cauchy folge, da vi for k,m € N med m > k har
d@n,, on,,) < d@N,, dy1) + d@n1, Tvr2) + -+ d(@N, -1, 2N,)
S 6/2k+1 +€/2k+2+_”_’_6/2m
<e/28. (%)

Det folger, siden A er en lukket maengde, at (xx,) konververgerer mod et punkt
x € A. Ved at sette k:=10g m:=j i (x) fas videre

d(nyNj) < d(yval) + d(éanxnj) < 6/2 + 6/2 =6

A, C A+ ¢ for n > N. Vi har nu vist at lim, . A, = A, og slutter at
(A(X),h) er et fuldsteendigt metrisk rum. O

for alle j € N. Uligheden d(y,ry;) medfgrer at d(y,z) < e, hvilket viser at

2 Kontraktive afbildninger, fixpunktsssetningen

Definition 10. En afbildning f : X — X pa et metrisk rum (X,d) kaldes
kontraktiv eller en kontraktion hvis der findes en konstant 0 < s < 1 saddan at

d(f(z), f(y)) <s-d(z,y) Vz,y € X.

Hvert tal s som opfylder betingelsen ovenfor kaldes en kontraktionskonstant for
f O

Definition 11. Lad (X,d) veere et metrisk rum og f : X — X en afbildning.
Punkten ¢ € X siges at veere en fixpunkt for afbildningen hvis f(zy) =z, O

Lemma 4. En kontraktiv afbildning er kontinuert.

Bevis: Lad f veere en kontraktiv afbildning pa det metriske rum (X, d) med
kontraktionskonstant s. Lad € > 0 vaere givet og st § = ¢/s. Vi far:

d(e,y) <6 = d(f(2), f(y)) < s-d(x,y) < s6 = e

Vi bruger notationen f°"(zx) for iterationer af funktionen f, dvs.

[ () = FUC - f(2)-
———

n

Med z A y betegner vi minumum af tallene x og y. Vi viser nu det mest inter-
essante resultat om kontraktive afbildninger:

10



Seetning 4 (Banach’s fixpunktssatning). Lad (X, d) veere et metrisk rum og
lad f veere en kontraktion pa X. Sa har afbildningen et og kun et fixpunkt
z¢ € X. Dette fixpunkt er givet ved

zy = lim f°"(x),

for alle z € X (uafthaengigt af ).

Bevis: Lad z € X og 0 < s < 1 veere en kontraktionskonstant for f. Vi far

d(f" (@), [ (@) < ™M d(x, fOI T (),
for alle m,n € N. Det folger at

d(x, [ (@) < d(x, f(2)) + d(f(2), f*2(2)) + -+ d(fP D (), fH(2)
<(A4s+s" 4+ 5, f(2))
< (1-s)""d(z, f(2)),
og at
d(f" (), " () < 8™ (L= )71 - d(w, f(2).
Da |s| < 1 ser vi at (f°"(x))>22, er en Cauchy folge: for et givet € > 0 valger
vi N € N stort nok for at s < ¢ og lader n,m > N. Da X er fuldstendigt
eksisterer graensen

zp = lim f°"(z)
og vi har zy € X. Fra Lemma 4 ved vi at f er kontinuert. Vi far:

flag) = f (i fo(@)) = lm (@) = lim 20D (@) = o,

n—oo n—oo n—oo

Vi har derfor vist at xs er et fixpunkt. For at indse at den er entydig antager
vi at x5 og ys er begge fixpunkter for afbildningen. Da f er kontraktiv er

dzg,yp) = d(f(xg), f(yr)) < s-d(zp,yy),
og da 0 < s < 1 kan dette kun ske hvis d(xf,yr) =0, dvs. x5 = yy. O

Hele pointen med kontraktive afbildninger er at approksimere fraktaler. Under
visse omstaendigheder forekommer fraktaler som fixpunkter af en kontraktiv
afbildning pa 7 (X). I det fplgende bruger vi definition, for et kompakt mengde
S € #(X) og en atbildning w : X — X:

w(S) ={w(z) v € X},

dvs. at en afbildning pa et metrisk rum X inducerer en naturlig afbildning pa
den metriske rum 57 (X). Dette giver os muligheden om at tale om “saedvanlige”
afbildninger, lige som linezere eller rationale afbildninger pa s (X). Vi er inter-
esseret i virkningen af disse afbildninger pa hele maengder, ikke bare punkter i
mangden. Vi har brug for nogle lemmaer om kontraktive afbildninger pa J#(X):
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Lemma 5. Lad w : X — X veare en kontinuert funktion pa det metriske rum
(X,d). Sa atbilder w, ##(X) ind i sig selv.

Bevis: Vi ma vise at en kontinuert funktion afbilder kompakte maengder pa
kompakte maengder. Dette er et velkendt og fundamentalt resultat om kompak-
te maengder og kan udelades her. O

Lemma 6. Lad w : X — X veere en kontraktion pa X med kontraktionskon-
stant s. Den inducerede afbildning w pa € (X), defineret ved

w(B) ={w(z):xz € B} VBe s (X)
er en kontraktion pa s (X), med kontraktionskonstant s.

Bevis: Fra Lemma 4 fglger det at w er kontinuert, si Lemma 5 giver at w
afbilder 72 (X) i sig selv. Antag at B,C € s (X). Vi far:

d(w(B),w(C)) = max{min{d(w(z),w(y)) :y € C} : y € B}
<max{min{s - d(z,y) :y € C}:y € B} =s-d(B,C).

Pa den samme made far vi d(w(C),w(B)) < s-d(C, B). Det folger, at

h(w(B),w(C)) = d(w(B),w(C)) V d(w(C), w(B))
<s-d(B,C)Vd(C,B) < s h(B,C),

hvilket viser at h er en kontraktion pa ¢, med kontraktionskonstant s. O

Dette er det forste konkrete eksempel om approksimation af meengder i 72(X):
Ved at veelge en kontraktiv afbildning pa X far vi umiddelbart en kontraktiv
afbildning pa 52 (X). Men som regel vil disse afbildning ikke veere sarlig interes-
sante. Der findes en vigtig metode for at sammensatte kontraktive afbildninger
pa J(X) for at lave en ny, nemlig ved at satte

W (A) = wy(A) Uwa(A) U Uwn(A) = | wi(4),
k=1

hvor A € 5 (X) og wy, . .., w, er kontraktive afbildninger. Ved at veelge wy, . .., wy,
pa en snedig made kan vi modellere et stort antal velkendte fraktaler og kon-
struere nye. Men forst bor vi redeggre, at afbildningen W defineret ovenfor, selv
er en kontraktiv afbildning. For det mangler vi fplgende, lidt tekniske, lemma:

Lemma 7. For alle A, B,C, D € J(X) gelder at
h(AUB,CUD)<h(A,B)Vh(C,D),

hvor h, som sadvanligt, er Hausdorff metrikken.
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Bevis: Vi viser forst at for A, B,C € 5 (X) gelder
BcCcC = d(A,C) <d(A,B). (%)

For x € X er d(x,C) < d(z, B) da

d(z,C) = min{d(z,y) : y € C}
= min{d(z,y) : y € B} Amin{d(z,y) : y € B\ C}
< min{d(z,y) : y € B}
= d(z, B).

Veelg a € X sadan at d(a,C) = d(A, C). Det fplger at
d(A, B) > d(a,B) > d(a,C) = d(A,C),
hvoraf (x) folger. Vi viser naest, at for A, B,C € J7(X) gelder
d(AUB,C)=d(A,C)Vd(B,C). (*x)
Vi far

d(AUB,C) = max{d(z,C) : x € AUB}
= max{d(z,C) : z € A eller = € B}
= max{d(z,C) : x € A} Vmax{d(z,C) : x € B}
=d(A,C)Vvd(B,C).

Bruger vi (*) fas nu, da vi baeemerker at C ¢ CUD og D C C'U D:
d(A,CUD)<d(A,C) og d(B,CUD)<d(B,D),
og ved brug af (xx) fas
d(AUB,CUD)=d(A,CUD)Vd(B,CUD)<d(A,C)Vd(B,D).

Udsagnet d(CU D, AU B) <d(C,A)Vd(D, B) ses helt tilsvarende ved brug af
(*) og (xx). Til sidst far vi sa:
hMAUB,CUD)=d(AUB,CUD)Vd(CUD,AUB)
< (d(A,C)Vvd(B,D))V (d(C,A) vd(D,B))
= (d(A,C)Vvd(C,A)) Vv (d(B,D)Vvd(D,B))
=h(A,C)V h(B,D).
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Lemma 8. Lad (X,d) veere et metrisk rum. Lad {w,,n = 1,2,..., N} veere
kontraktive afbildninger pa (2 (X), h), og lad hvert w,, have kontraktionskon-
stant s,, n=1,2,...,N. Lad W : #(X) — 5 (X) veere givet ved

N
W(A) = | wa(4)
n=1

for alle A € s#(X). Funktionen W er en kontraktionsafbildning pa .#(X) med
kontraktionskonstant s = max{sy, $2,...,Sn}-

Bevis: For N = 2 har vi

h(W(A), W(B)) = h(w1(A) Uws(A), w1 (B) Uwsz(B))
h(w1(A), w1 (B)) V h(w2(A), wz(B)) (Af Lemma 7)
s1h(A, B) V soh(A, B)

sh(A, B).

IN A IA

For N > 2 fglger pastanden af induktion. O

Definition 12. Et itereret funktions-system (IFS) bestar af et fuldstendigt
metrisk rum (X, d) sammen med en endelig maengde af kontraktioner w,, : X —
X med kontraktionskonstanter s,,, for n =1,2,..., N. Vi noterer et IFS med

{X5w1,w2,...,wN}
og dens konstraktionskonstant er s = max{sy,...,sy}. O

Alle fraktaler som forekommer i dette projekt er konstrueret via en slags IFS,
sa her kommer en sammenfatning af relevante detaljer om IFS:

Saetning 5. Lad {X;wi,...,wy} veere et itereret funktionssystem med kon-
traktionskonstant s. S& er afbildningen W : 52 (X) — 2 (X), defineret ved

N
W(4) = [ wa(4)
n=1

for alle A € (X)), en kontraktion pa den fuldstaendige metriske rum (€ (X), h(d))
med kontraktionskonstant s. Dvs

for alle A, B € s#(X). Dens entydige fixpunkt, A € 5 (X) opfylder

A=W(A) = wn(4)

n=1
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og fas ved
A= lim W°"(4),

n—00

for hvilket som helst A € #(X). O

Definition 13. Fixpunkten A € J#(X) i seetning 5 kaldes systemet’s attrak-
tor. O

3 Fraktal dimension

Fraktal dimension er et tal vi bruger for at beskrive hvor meget af det overliggende
rum fraktal fylder op, pa en kvalitativ made som er uafthaengig af metrisk ekviva-
lente transformationer. Den er en udvikling af den saedvanlige dimensionsbegreb,
da den er den samme som den topologiske dimension for euklidiske objekter. For
fraktaler er den stgrre end den topologiske dimensions og oftest er den ikke et
helt tal. Fgrst mangler vi en definition:

Definition 14. Lad (X, d) veere et fuldsteendigt metrisk rum oglad A € 7(X).
For € > 0 definerer vi (4, ¢€) som det mindste antal af lukkede kugler B(z,¢)
som dakker hele A. Dvs, N(A,¢) er det mindste tal N sadan at

N
Ac | B(an,e),
n=1
for en meengde af punkter {z1,...,2yx}, med x; € X. O

Vi viser at definitionen ovenfor giver mening: Maengden |J,. 4 B(z,€) er en
aben overdakning af A, og da A er kompakt har den overdakning en endelig
del-overdakning, in:l B(zy,€), med M € N. Sa er maengden U7]«\L4:1 B(zn,€) en
lukket overdaekning. Lad C vaere maengden af lukkede overdaekninger med hgjst
M lukkede kugler, som vi lige har vist at indeholder mindst et element. Lad
f:C—{1,2,...,M} og f(c) betegne antallet af lukkede kugler i overdacknin-
gen ¢ € C. Mangden {f(c) : ¢ € C} er da en endelig meengde af hele tal og

indeholder et mindste element, som er lig med N (4, ¢).

Definition 15. Lad A € 7 (X), hvor (X, d) er et metrisk rum. Hvis tallet

. In(N(4,e)
D=l = a7

eksisterer er D fraktal dimensionen af A. O
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Vi skriver generelt D(A) for fraktal dimensionen af A € 5#(X). Laeg ogsa meerke
til, at generelt er gaelder

€61 <€y = N(A,Gl) ZN(A,EQ).

Seetning 6. Lad A € 5(X), hvor (X, d) er et metrisk rum. Szt ¢, = Cr™ for
et 0 <r <1ogC >0, for alle n € N. Hvis graensen

— i V(A €n))
D= nlﬂoo In(1/e,)

eksisterer, er D lig med fraktal dimensionen D(A).

Bevis: Lad E betegne maengden {e,, : n € N}. For hvert € > 0 definerer vi f(e)
ved
fe) =max{e, € E : ¢, < €}.

Antag, at € <r. Vi far
fl<e<fleo/r

og derfor

N(A, f(€)) 2 N(A,€) = N(A, f(e)/r)-

Da In(x) er en positive, voksende funktion for z > 1, fglger det, at

In(NV(4, f(e)/r)) _ In(N(4,€))

W/fO) = (/o) @)
In(V(4, /(0)))
S Thi/fe) @

Antag at N(A4, f(€)) — oo nar e — 0. Hvis det ikke geelder gar In(V(A.f () og

In(1/¢€)
W begge mod 0 og saetningen er sand. For hgjre siden af (2) far vi

nu:

L WA F©) _ W (4e)
=0 In(r/f(e)) n—oc In(r/e,)
i In(NV(A,e,))
n—oo In(r) + In(1/€,)
_ lim ln(N(A,en)).
n—oo In(1/e,)

For venstre siden far vi, videre:

L OWVASOM) V(A1)
e—0 In(1/f(e)) n—oo In(1/r) +In(1/€,-1)
_ fim In(NV(4,¢€,))
n—oo  In(1/e,)
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Sa vi har faet, at venstre og hgjre siden i (2) konvergerer mod samme graense.
Af klemmelemmaen fra kalkulus fglger at graensen i midten eksisterer og er lig
med de andre to. Dette viser pastanden. O

Saetning 7 (kassetalningssaetningen). Lad A € J#(R™) hvor vi bruger den
Euklidiske metrik. For et givet n laver vi en overdakning af R™ med kasser
(eller, generelt, hypercuber) af side-leengde 1/2™, som en “grid”. Betegner vi en
kasse med sidelengde 2! og center x = (x1,...,Z;,) med

S, ) ={(y1,-- - ym) ER™ |z —y1| <1y ooy |@m — ym| <1}
kan vi kan, f.eks. bruge daekningen
M, ={S((x1/2", ..., 2,/2"),1/2" 1) : (z1,...,2,) € N},

Lad N, (A) betegne hvor mange kasser fra M,, skeerer A, dvs. antallet af ele-
menter M € M, med M N A # . Hvis

i BOVA(4)
D= lm ==

s& har A fraktal dimension D.

Bevis: Lad k(n) betegne de mindste hele tal sadan at en kasse af sideleengde
1/2%() rummes i en kugle af radius 1/2". Vi viser, at der geelder

En kugle af radius 1/2™ kan hgjst skeere 2™ kasser fra M,,_1. Det folger at for
m € N, og alle n € N, galder

2N,y < N(A,1/27),

Bemerk sa, at et hvis en kasse af sidelengde s er indeholdt i en kugle, s& ma
kuglen have radius r, hvor r? > ()% + -+ + ($)? = m(%)?, hvilket folger af
Pythagoras’ seetning. Vi far:

1\? ——_ 1 1
on = 2 22n — 922k (n)+2
22k(n)+2—2n >m

1
< k(n)>n—-1+ 3 log,(m),

sa vir far k(n) = [n — 1+ (1/2)logy(m)]. Det folger at N'(A,1/2") > Ny, 08
vi har dermed vist (). Vi laegger nu meerke til at lim, @ = 1. Det fglger,
at

In(Ng(n k)Y In(Ny(n
lim M — lim In(2%")) ) n(Ny(n)) - D
n—oo In(27) n—oco In(27)  In(2k(M)
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Vi far ogsa:

Da begge graenser konverger mod samme tal, D, fglger af klemmelemmaen at,
brugt pa (x)

D= tim 2Na(A)
og setning 6, med r = 1/2 giver at D er fraktal dimensionen af A. O

At eendre definition af M, til
M, = {S((z1/2", ..., 2,/2") +1/2" T 1/2"FY) o (2, ... 2,) € N}

&ndrer ikke resultatet i saetningen, og er lidt mere naturligt, da vores “grid”
starter i (0,0) pa den made. Kassetzlningssatningen er det forste nyttige resul-
tat ved explicit udregning af den fraktale dimension af et maengde A € S (R™).
I vores forste eksampel illustrerer vi at den fraktale dimension af et kvadrat er
2, sadan at den faktisk er lig med den topologiske dimension. Dette geelder om
alle “seedvanlige” Euklidiske objekter.

Eksempel 1. St
B {(sy) 0<ay<1}.

For et givet n mangler vi (2")? kasser fra M,, for at deckke M. Ifglge kassetael-
ningssaetningen har M fraktal dimension

I In((2")?) . 2In(27)
noo In(2n)  aeo In(27)

O

En nyttig saetning ved vurdering af den fraktale dimension, og en vigtig note
om dens kvalitative karakter er at den er invariant under metrisk akvivalens.
Vi minder om, at to metriske rum (X;,d;) og (Xs,ds) er xkvivalente, hvis
og kun hvis, der findes en bijektiv, kontinuert afbildning 6 : X; — X, sadan
at metrikerne dy og di(x,y) := d2(6(x),0(y)) er akvivalente, dvs. der findes
konstanter ¢1,co € Ry med ¢; < ¢y sadan at

ada(0(),0(y)) < di(z,y) < coda(0(x),y).

Sa den fraktale dimension @ndres f.eks. ikke hvis vi deformer en objekt med en
begraenset homeomorfi.
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Saetning 8. Lad de metriske rum (X7, d;) og (X2, d2) veere metrisk aevkivalente.
Lad 6 : X; — X, veere akvilalens-afbildningen. Antag, at A; € 2 (X;) har
fraktal dimension D. S& har Ay := 0(A;) ogsé fraktal dimension D, dvs.

D(Ay) = D(0(Ay)).

Bevis: Da (X1,d;) og (X2,ds) er &kvivalente under 6 findes der positive kon-
stanter c¢y0g co med

c1d1(8(x),0(y)) < di(z,y) < cad2(6(x),0(y)) for alle x,y € X7. (%)

Vi kan antage at ¢c; < 1 < cg; hvis ¢; var stgrre en eller lig med 1 ville uligheden
stadig geelde selv om vi erstatte ¢; med f.eks. 1/2. Similart for co. Af () far vi

nu
d2(0(x),0(y)) < d1(69617 y), for alle z,y € X;.

Det folger at

0(B(z,€)) C B(0(x),€/c1).  (xx)
Lad nemlig z € 0(B(x,¢)) C X1, med z = 6(w), hvor w € B(z,€). Det folger at
dy(z,w) < € og at

da(0(x),0(w)) = do(6(x), 2) < dy(z,y)/c1 < €/cy,

s& z € B(6(x),¢/c1). Det folger nu, fra definitionen af N'(Ay,€), at der find-
es punkter {x1,xs,...,xn} C Xi, hvor N' = N(A1,¢), sidan at maengden
(B(zpn,€),n=1,2,...,N) daekker A;. Det folger, at {0(B(zn,€)) :n=1,2,... ., N}
daekker As og fra (xx) fas at {B(0(xy),€/c1) :n=1,2,...,N} er en deekning
af As. Derfor er

N(AQ, 6/01) S N(Al,e).

Lader vi € < 1 far vi at In(1/¢) > 0 og derfor
ID(N(AQ, 6/01)) 1n(/\/(A1, 6))
In(1/€) In(1/e)

<

Det folger at

In(N(Az,¢/c1)) In(N (A1, ¢€))

lmsup == e S g P,
og da
) In(N(As,€)) L In(N (A, €/c1))
lmsup == 7~ mmsue = e e
s In(N(As,¢/c1)
= limsup == 776
har vi faet In(N(A
lim sup n(N(4s, ) < D(4y).

o T Im(1/e) S
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Vi viser nu en ulighed i den anden retning. Af (x) fas
di (07 (x),07 (y)) < cada(z,y)) for alle z,y € X;.
Det fglger, at
0~ (B(z,€)) C B(O(x),cae). for alle x € X,

Dette ses ved at saztte 2 € 0~1(B(z,¢)), sa at der findes et w € B(z,¢) C X»
med z = 671 (w). Det folger at cada(z, w) < cae og derfor, at

di (07 (x),2) = di (67} (2),07 " (w)) < cada(a,w) < co,
s z € B(071(z), ca€). Dette medfgrer
N(Al,CQG) § /\/(AQ, 6),

og for e < 1 gaelder
11’1(./\/(141, 026))

In(1/e)

In(N(Asg,¢€))

<

Det fglger, at

RS T In(1/e)
Vi har nu faet

In(N(Az, €))

liminf ————=—+ = D(A;) = li —
= In(1/€) (A1) lr?j(l)lp 1/e
sa vi far (A (As, )
T n 2, € _
D(Az) = Iy = e = P,
hvilket skulle vises. O

Vi giver her en alternativ definition af den fraktale dimension. Den er nyttig
da den eksisterer for et stgrre antal maengder en definition 15, men den er lidt
mere compliceret, si den kan betale sig at bruge den definition hvor muligt. De
to definitioner giver samme vaerdi hvis begge eksisterer.
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Definition 16. Lad (X, d) vaere et fuldsteendigt metrisk rum. Lad A € (X).
Lad N (e) betegne det minimale antal af kugler af radius € som deekker A. Hvis

D = lim (sup (W E€ (&6)))

eksisterer, sd er D den fraktale dimension for A. vi bruger ogsa generelt nota-
tionen D = D(A).

Saetning 9. Lad m vaere et positivt helt tal og betragt det metriske rum
(R™, Euklidisk). Den fraktale dimension D(A) eksisterer for alle A € 2 (R™).
Lad B € s#Z(R™) med A C B veere givet, og lad D(B) betegne den fraktale
dimension af B. Sa er D(A) < D(B). Specielt fas

0 < D(A) <m.

Bevis: Vi kan antage at A er indholdt i en kasse K C R™ af sidelaengde 1.
Hvis den ikke var kunne vi skale og flytte den sadan at den var, uden at e&endre
dimensionen, ifplge setning 8. Da A C K har vi N(4,¢) < N(K,¢) for alle
€ > 0. Derfor far vi, for alle 0 < e < 1, at

In(N(4,¢) _ m(N (XK, e))
070/ = mje

Det folger at
lim sup In(V(4,9)) < lim sup WK, ) :
e—0 In(1/e) e—0 In(1/e)
Vi ved at greensen pa hgjre siden eksisterer og er lig med m. Graensen pa venstre
siden har derfor gvre graensen m og eksisterer ogsa, ifglge supremumsegenskaben
for de reelle tal. Fraktal dimensionen D(A) er derfor defineret og er lig med eller
mindre en m, dens Euklidiske dimension. Antager vi at A, B € 7 (R™) med
A C B far vi fra det lige viste at D(A) og D(B) er begge vel-definerede og da
N(A,e) < N(B,e) flger det pa samme made som fgr, hvor vi ertsatter K med
B, at
D(4) < D(B),

som skulle vises. O

Saetning 10. Lad m veere et positivt helt tal og betragt den metriske rum
(R, Euklidisk). Lad A og B tilhgre J#(R™). Antag at A’s fraktal dimension er
givet ved
1 A
D(A) = lim M
e—0 111(1/6)

Lad D(B) og D(AUB) betegne fraktal dimensionen af B og AUB, hendholdsvis.
Antag at D(B) < D(A). Sa er

D(AUB) = D(A).
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Bevis: Frasatning 9 fas at D(AUB) > D(A) og vi viser, at D(A) < D(AUB,).
Bemeerk fgrst at
N(AUB,e) < N(A,e) + N(B,e).

Det folger at

L In(N(AU B,¢))
V(A0 + N(B,0)
<
< lim sup In(1/e)
) In(NV(4,¢) .. In(1+ N (B,e)/N(4,¢))
< _ .
< limsup =) n 7+ limsup In(1/e) ()
Vi viser nu at N(B,€)/N(A,e) < 1 nar € er lille nok. Dette medfgrer at 0 <
In(1+N(B,€)/N(4,¢€)) < In(2), s& den anden graense i (*) gar mod 0 nar e — 0.

Bemaerk at (V' (B.2))
n )
f(G) (= sup {ln(l/g) te< E}
er en voksende funktion af € (dvs. den bliver mindre nar e — 0). Vi ved ogsa,

fra seetning 9, at greensen lim._,q f(€) eksisterer. Det fglger, at for alle lille nok
€ gaelder

In(NV(B,¢))
In(1/e)

Vi har antaget at greensen lim._, % eksisterer, sa, for € lille nok galder

In(N(B,¢)) - In(N(A,€))
In(1/e) In(1/e) ~’
og det fglger at (vi kan antage at € < 1)
In(N(B,€)) < In(N(A,¢)),

og da exp er en voksende funktion kan vi tage exp af begge sider uden at aendre
uligheden, og det fas, at

< D(A).

N(B,e)
N(A,e)

som skulle vises. O

<1,

Neeste resultat er det mest nyttige om udregning af fraktaldimensionen af et
objekt, da den giver en metode for at vurdere den helt ved brug af den IFS,
fraktalen er givet ved, under visse betingelser. Vi mangler fgrst en definition:

Definition 17. En similitude w : R™ — R™ er en afbildning af formen
w(z) =r(Mz) + v,

hvor M er en m x m matrix med MM =1, v € R™ og r € R. O
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Similituder karaktiseres ved ligningen

d(w(z),w(y)) = r-d(z,y),

for z,y € R™, og r er en konstant i R. Det ses, at w afbilder lukkede kugler
pa lukkede kugler i X. For m = 2 geelder at en afbildning w : R? — R? er en
similitude hvis den er af formen

o) - (st T ) )+ ()
()= (o ) 6)+ )

mede, f €R%, reRog0<6<2m.

eller

Vi mangler ogsa en definition for at udggre om et IFS “overlapper” eller ej.
Intuitivt er det naesten klart hvad det betyder: Ved at approksimere et fraktal
via et IFS kan det godt veere en del af fraktalen der bliver afbildet pa mere en
en gang. Et eksempel er IFS’et givet ved

{Rv Wi, "LUQ}

med wy(x) = x/2, we(x) = 3x/4 + 1/4. Dens attraktor er [0, 1], hvilket ses, da
w1 ([0,1]) = [0,1/2] og wo([0,1]) = [1/4,1] og derfor

wi([0,1]) Uwe([0,1]) = [0,1/2] U [1/4,1] = [0, 1].

Maengdene [0,1/2] og [1/4,1] er ikke disjunkte, og faktisk har de en veesentlig del
af attraktoren tilfeelles, da [0,1/2]N[1/4,1] = [1/4,1/2], s& vi siger at den “ove-
lapper”. De andre to muligheder er at den er “ligebergrende” (just-touching) eller
“totalt diskonnektet”. Vi mangler en definition for at ggre dette praecist. Vi kan
ikke bruge feellesmaengder som vi gjorte ovenfor, fordi resultatet er athaengigt af
initialmaengden.

Lad et IFS {X, wy,...,wy} veere givet og lad A veere dens attraktor. Lad ogsa
en folge k = (k;)2,, med k; € {1,..., N} for alle i € N veere givet. For et © € X
er fglgen
w = (Wi, (), Wi, (Wi, (7)), Wk, (W, (Wi (), - )
en Cauchy fplge: For at vise dette, lad M = max{d(z,wi(x)),...,d(z,wx(z))}
og s = max{si,...,sy}. Vi far, for vilkarlige n,m € N:
d(z, w, o - o wy, ., () < d(z, wy, (2)) + d(wn (), wn(wnt1(2)))
+ d(wn 0+ 0 Wym—1(T), Wn 0 -+ + 0 Wygon (2))
SM+s,MA+- 45, SppmM
SMA+s+s24--+s™) < M/(1-s),
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sa

d(wy, © -+ 0wy, €)Wk, © -+ 0wk, ., (T))
< Sk - sk, (@, Wy, 00wy, (7))
<s"M/(1—s).
Da s < 1 kan vi gore s"M/(1 — s) som lille som vi vil, hvilket viser at w er en
Cauchy fplge. Fra saetning 3 er det ogsa klart at denne fglge konvergerer mod

et T i X, og faktisk, at alle elementer i A forekommer som en graense pa denne
méde. Definer en funktion ¢ : {1,..., N}* — X ved

o(k) = lim wg, o --- o wg, (z),

11— 00

hvor vi har valgt et konstant x € X.

Definition 18. Lad et IFS F = {X, w1, ..., wn}, med attraktor A, veere givet
og lad ¢ veere som ovenfor. Hvis ¢ er injektiv, dvs. at hvis to folger k = (k;)52,
og m = (m;)72; har mindst et forskelligt element medfgrer det at

o(k) # o(m),

sa siges F' at veere totalt diskonnektet. F' siges at veere ligebergrende hvis den
ikke er totalt diskonnektet, men hvis der findes en dben mangde O i A n sa

L w;(O)Nw;(O) =0 forallei,je{1,2,...,N} hvis i # j;
2. UN, wi(0) c O
Hvis F' ikke er totalt diskonnektet eller ligebergrende er den overlappende. [J

Eksempel 2 viser et ligebgrende IFS, mens eksempel 5 viser et totalt diso-
kennektet IFS. Bemaerk at betingelsen totalt diskonnektet medfgrer at maeng-
dene wi(A4),...,wn(A) er alle disjunkte, da ellers ville der findes et punkt i
feellesmaengden af w;(A4) og w(j) for nogen 4,5 € {1,..., N}, og den punkt ville
have to addresser, en der startede med i og en der startede med j.

Lemma9. Lad f: R - Roglad ay,...,a, € Rmed0<a; < 1,7 € {1,...,n}.
Antag at der findes et ¢ sadan at for alle 0 < € < ¢,

fle) = flag'e) + -+ flaz"e).
Antag at graensen D = lim._.q llr;((’;% eksisterer. Sa er

1=aP 4 +ab.

Bevis: Vi udelader beviset denne gang. O
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Saetning 11. Lad {R™;wy,...,wy} vaere et IFS og lad A betegne dens at-
traktor. Antag at w, er en similitude med skalingskonstant s,, for hvert n €
{1,..., N} Hvis IFS’et er totalt diskonnektet eller ligebergrende, sa har dens
attraktor fraktal dimension D(A), givet som den entydige lgsning af

N
Z |5 | P D(A) € [0,m].

Hvis IFS’et overlapper far vi D > D(A), hvor D er lgsningen af

N —
Z|sn|D =1, D€0,00),
n=1

dvs. D giver en gvre graense for D(A).

Vi viser saetningen for et totalt diskonnektet IFS. En mere grundigt bevis pa
denne sztning findes bl.a. i [3]. Denne bevis bruger en alternativ definition af
den fraktale dimension der kaldes Hausdor[f Biesikovich dimensionen, men dette
er lidt mere involveret end der fandtes tid til i dette projekt.

Bevis: Antag af IFS’et {R™; wy, ..., wy } med similituder wy, . .., wx og skalingskon-
stanter si,...,sy, er totalt diskonnektet. Antag videre at s; # 0 for alle i €
{1,..., N}, og lad € > 0 vaere givet. Vi laver to bemerkninger:

(i) For hver af similituderne w; med skalingskonstant s; fas
wi(E(‘rv €)) = E(w%(x)v |sile),

dvs. den afbilder en lukket kugle pa en lukket kugle. Da vi har antaget at s; # 0
er w; invertibel, og w; L er ogsa en similitude, hvilket giver

w;(B(x,€)) = Bw; ! (x), |si] "te). ()
Vi viser at
N(A ) = N(wi(A),[sile).
Seet N =N (A, ¢€) oglad M = {z1,2,..., x5} vere sddan at

N J—
AcC U B(l‘k,e).

k=1

Lad a € A vere givet. Der findes si et 2, € M med a € B(zg,¢), dvs.
d(wy,a) < e Det folger, da w; er en similitude med skalingskonstant s;, at
d(w;(zr), wi(a)) < |sild(zx, a) < |sile, sa wi(a) € B(wi(zy), |sile). Maengden

B(w;(xy), |sile)

HCZ
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er derfor en deekning af w;(A), s& N (w;(A), |sile) < N(A,¢€). Vi bruger det lige
viste, hvor vi ertsatter w; med w; *, A med w;(A) og € med |s;|e for at vise den
omvendte ulighed, dvs, at N'(4,¢) < N(w;(A),]s;|e), hvilket giver (). Dette
geelder um alle w; € {wy,ws, ..., wy} og alle € > 0. Seetter vi € := |s;|~Le far vi
endnu videre

N(wZ(A)ve) ZN(A7\8i|_1€)~ (3)
(ii) Attraktoren A er den disjunkte forening
A=w(A)Uwa(A)U---Uwy(A),

hvor hvert maengde w;(A) er kompakt (et lukket baegrenset maengde under en
similitude er lukket og baegrenset, hvilket er nok for kompakthed i R™). Vi kan
derfor veelge e > 0 lille nok sa for hvert € R™, hvis der gaelder B(z, €)Nw;(A) #
0, sa er B(z,e)Nw;(A) =0 for alle j € {1,..., N} hvor i # j. Det fglger, at for
€ > 0 lille nok geelder

N(A, ) = N(w1(A), €) + N (wa(A),€) + -+« + N(wn(A), o).
Ved at bruge vores bemeerkninger i (i) og (ii) far vi
N(4, ) = N(A [s1]7'e) + N (A, [s2] he) + - + N (4, [sn| o).
Af lemma 9 fglger, ved at satte f(e) := N(A,¢), at
L=s1|P + - +sn|".
O

Eksempel 2. Vores fgrste non-trivielle eksempel kaldes Sierpinski trekanten.
Vi definerer et IFS pa (R? Euklidisk) ved

{R?;wy, wo, w3}

hvor
= (3 1)) weo-(§ 1))
og
wen=(4 1))+ (4)

for alle (z,y) € R2. Funktionerne wy,wy og ws er linezre funktioner som sim-
pelthen skaler den mangde de virker pad om 1/2 og flytter den om vektorerne
(0,0),(1/2,0) og (1/2,4/3/2), henholdsvis. Funktionen W : s#(X) — #(X) er
givet ved

W(A) = w1 (A) Uwy(A) Uws(A)

26



for alle A € #(X) og Sierpinski trekanten er mangden S givet ved

S = lim W°"(A).

n—oo

Denne granse eksisterer ifglge Seetning 4 om IFS’er og er systemets attraktor.
De fgrste to billeder i figur 3 viser hvordan W afbilder en tilfeeldig meengde
ved at skale den og flytte pa to forskellige steder. Dette procedur gentages pa
resultatet. Figur 3 viser meengdene A, W (A), W (W (A)),...,W°8(A) og giver et

godt estimat for S.
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Figur 3: Konvergens af en tilfaeldig kompakt maengde mod Sierpinski

trekanten.

For at udregne fraktal dimensionen D(S) kan vi bruge kassetaelningssatnin-
gen. Inden vi ggrer det bemaerker vi at D(S) er invariant under bagrensede
homeomorfier, som f.eks. linezere afbildninger pa kompakte maengder, og det er
meget nemmere at vurdere kassetaelningsdimensionen af figur 4. Den originale
maengde har verticer i (0,0), (1,0) og (1/2,v/3/2). Ved den linezre afbildning
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Figur 4: Sierpisnki trekanten under afbildningen 6, samt
dakninger givet ved 1, 3, 9, 27, 81 og 243 kasser af sideleengde
1,1/2,1/4,1/8, 1/16 og 1/32 hendholdsvis.

0(x,y), givet ved

(1 -1
fas meengden i figur 4, som har verticer i (0,0), (0,1) og (1,0). Vi mangler 3"
kasser af sideleengde (1/2") for at dackke 6(S), sa fra kasseteelningssatningen
fas at 6(S), og dermed ogsa S, har fraktal dimension

In(27) . nn(3) In(3)

= = ~ 1.5850...
A NG T i nn(2) - m(2) P80

En anden, mere naturlig made at udregne D(S) er at bamerke at IFS’et er
lige bergrende, og at da afbildiningene i IFS’et defineres helt via skaling og
translation (med skalingskonstaner s; = sy = s3 = 1/2) er de similituder, og vi
kan bruge saetning 11. Den fraktale dimension D := D(S) fas s& ved lgsningen
af

3-(1/2)P =1,
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dvs.
In(1/3)  In(3)

T In(1/2)  In(2)’

hvilket er konsistent med kassetaelningen. O

D= 10%1/2(1/3)

Eksempel 3. Som et andet eksempel af saetning 11 giver vi et alternativt bevis
pa at kvadraten M C R? har fraktal dimension 2. Lad

M(lt/)2 1(/)2>’

dvs. M er matricen som skaler en vektor om 1/2. Betragt IFS’et

{RZ,wl(x) = Mz, wy(x) = Mz + (1(/)2),

o) =264 ()t ats (2)

Dens afbildninger er alle similituder med skalingskonstant 1/2; og systemet er
ligebergrende (afbildninger overlapper kun pa punktene (1/2,y) og (z,1/2),0 <
x,y < 1), s seetning 11 giver at fraktal dimensionen af dens attraktor er D hvor
D er lgsningen til

4-(1/2)P =1,

dvs. (1/2)P = 1/4, hvilket giver D = 2. Det er ikke sveert at se at W°"(A), hvor
W(A) = w1 (A) Uws(A) Uws(A) Uwa(A)

for A € #(R?), konvergerer mod M nar n — oo. O

Eksempel 4. Lad to IFS’er vaere givet,
A:{R27’U17U2,7}3} og B = {R23w17w2>w3}~

Lad afbildingene vy, vy og vs veere givet ved

vi(w,y) = < %

Nl= O

S =
_|_
N\
N—

wea- (4 DO-C)
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Figur 5: To faktaler med samme fraktal dimension som Sierpinski trekan-

ten, D = 1n(3)/1n(2)

dvs. v; er en skaling om 1/2 mens vz Og v3 €r en drejning om 7/2, en skaling
om 1/2 og flytning om (%) og ( ) henholdsvis. Lad sa afbildningene wq, ws

og w; veere givet ved
wen=(§ $))
wen=(4 )()+(0)
wen=(1 $) ()

dvs w; er en skaling med 1/2, ws er en skaling med 1/2 og flytning um ( ) 0g w3
er en skaling om 1/2, en drejning om —n/2 og en flytning om (%) Alle afbild-
ningene i A og B har skalingsfaktor 1/2 og deres attraktorer er ligebergrende
(dette er nemt at se af billederne). Det fglger derfor af saetning 11 at de har
samme fraktal dimension, faktisk den samme som Sierpinski trekanten i eksem-
pel 2, nemlig In(3)/1n(2). O

= O

Wi O (eI

Eksempel 5. Lad et IFS veere givet ved

{R27w17w2} )

)()-()

hvor

g

—
N\
< 8B
~_

I
7 N
O wl—
Wi O
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Dette er en simpel fraktal spiral. Tilfeeldet ¢ = 9/10 og 0 = 7/6 er vist i
figur 6. Forskellige spiraler fas ved at variere skalingskonstanten ¢ og vinklen 6,
og konstanterne to i afbildningen w;. Intuitivt vil stgrre skalingsfaktorer give
en “taettere” spiral. Dette passer med dens fraktale dimension, som godt kan
udregnes af setning 11 nar spiralen er totalt diskonnektet eller ligebergrende.
Bemerk at spiralen i figur 7 er foreningen af to kopier af sig selv; en ligger
lengst til venstre og den anden udggr resten af spiralen. Den lille spiral er selv
foreningen af to disjunkte kopier af sig selv. Vi kan forsaette pa den made.
Punkter der ligger i lille spiralen i hvert trin er punkter under afbildningen af
wy og de andre punkter forekommer ved afbildningen ws. Vi kan derfor lave
en fglge for hvert punkt (eller en “addresse”) lige som i definition 18, og det
ses at inge to punkter pa S; har samme addresse. Dette medfgrer at S; er
totalt diskonneket og saetning 11 giver dens fraktale dimension D = D(S;) ved
ligningen
(9/10)P + (1/3)P =1,

hvilket kan approksimeres via Newton-Rapshon metoden, som rod i f(x)
(9/10)* 4+ (1/3)* — 1, og giver D = 1.6637.

o

Eksempel 6. Som vores sidste eksempel kan vi tage Cantor-mengden, der fas

som attraktoren af IFS’et
1 1 2
R, -z, = — 5.
{ ,Sx, 3x + 3}

Det set umiddelbart at den er total diskonnektet, og dens dimension fas som
lgsningen til

2-(1/3)P =1,
dvs. In(1/2)
D= n(i/3) = In(2)/ In(3) ~ 0.6309.

Dens topologiske dimension er 0, da den bestar kun af punkter, men dens fraktal
dimension er 0.6309, hvilket viser hvor taet den er. Vi kan tage et andet, lignende
eksempel givet ved

{R,0.4x,0.4z + 0.6},

som har fraktal dimension D = In(1/2)/1In(0.4) ~ 0.7565, eller
{R,0.492,0.49z + 0.51}

som har fraktal dimension 0.9717. Denne dimensions er naesten 1, og faktisk
hvis vi tager
{R,0.52,0.5z + 0.5}
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bliver attraktoren hele [0, 1], og dens dimension er lig med

In(1/2)/In(0.5) = 1.
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Figur 6: Et lys i R? konvergerer mod spiralen S;.
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Figur 7: En stgrre udgave af spiralen i figur 6, hvor det godt ses at spiralen til
venstre er disjunkt med resten af spiralen (hvilket faktisk medfgrer at den er
totalt diskonnektet).
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Figur 8: Vi seetter ¢ = 0.85 i [FS’et ovenfor, s& de to similituder har skalingskon-
stanter 0.85 og 1/3. De er begge totalt diskonnektet sa deres fraktal dimension
er lgsnigen af 0.85° + (1/3)” = 1 og vurderes til ca. 1.4314. Vi har sat vinklen
0 til /3 og 7/4, henholdsvis, men dette ggr ingen forskel pa dimensionen.
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Figur 9: En attraktor af et overlappende IFS, der fas ved at sztte § = 7/3 og
¢ = 0.9 Cirklen viser “overlapsomradet” for w;(A) og w2(A), men andre slike
omrader findes for wj(wy(A4)) og wy(w2(A)), we(wi(A)) og wa(ws(A)), og sa
videre. Her giver lgsningen til 0.9” + (1/3)P =1, dvs. D ~ 1.6637 kun en gvre
greense for dimensionen.



